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اثـبـات
نويسنده:
تونى كريلى

ترجمه:
غلامرضا ياسي پور 

ــر را امكان پذير مي كند كه نظريه ها بر  ــده، اين خط اثبات نش
رياضياتي واقع بر باد هوا بنا شوند.

اين طور نيست كه هر اثباتي تا ابد ثابت بماند، زيرا ممكن 
است در ساية گسترش هاي مفاهيمي كه مرتبط با آن است، به 

جرح و تعديل نياز داشته باشد.

اثبات چيست؟
آيا زماني كه در مورد دستاوردي رياضي چيزي مي خوانيد 
يا مي شنويد، آن را باور مي كنيد؟ چه چيز وادارتان مي كند كه 
باور كنيد؟ پاسخ مي تواند چنين باشد: استدلالي منطقاً درست 
است، كه از ايده هايي كه پذيرفته ايم به گزاره اي كه در موردش 
ــرود. اين پديده را رياضي دانان در صورت  در ترديديم، پيش ب
معمولي اش كه آميخته اي از زبان روزمره و منطق دقيق است، 
ــته به كيفيت اثبات، قانع  ــات مي نامند. به اين ترتيب، بس اثب

مي شويم يا منكر مي مانيم.
ــات عبارت اند از:  ــات به كار رفته در رياضي انواع اصلي اثب
روش مثال نقض2؛ روش مستقيم3؛ روش غيرمستقيم4؛ روش 

استقراي رياضي5.

مثال نقض
ــد كارمان را با منكربودن آغاز كنيم؛ اين روش  اجازه دهي
اثبات ناصحيح بودن يك گزاره است. در اين مورد براي مثال، 
ــم. فرض مي كنيم اين ادعا را  گزاره اي معين در نظر مي گيري
ــدد در خودش، عددي زوج  ــنويم كه نتيجة ضرب هر ع مي ش
است. آيا آن را مي پذيريد؟ پيش از پاسخ دادن، بايد چند مثال 
ــته باشيم، مثلاً 6، و آن را در  را آزمايش كنيم. اگر عددي داش
خودش ضرب كنيم، 36=6×6 را به دست آوريم. درمي يابيم كه 

36 در واقع عددي زوج است.
اما با يك گل بهار نمي شود. ادعاي مذكور در مورد هر عدد 
بود، و بي نهايت عدد داريم. براي اينكه مظّنة بيشتري در مورد 
مسئله به دست آوريم، بايد مثال هاي بيشتري را بررسي كنيم. 

مثال نقض؛ استقراى رياضى؛ روش مستقيم؛ واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
روش غيرمستقيم

     اشاره
رياضي دانان مي كوشند ادعايشـان را با اثبات 
توجيـه كننـد. تحقيـق در مـورد قالب گيري 
استدلال هاى منطقي پولادين، نيروي پيش برندة 
«رياضيات مجرد 1» اسـت. سلسلة استنتاجات 
صحيح از آنچه مشـخص شـده اسـت يا فرض 
كرده ايـم، رياضيدانـان را به نتيجـه اي دلالت 
مي كند كـه بعداً وارد مخـزن رياضيات تثبيت 

شده مي شود.

مقدمه 
ــت نمي آيند، بلكه غالباً در پايان  اثبات ها به آساني به دس
مقدار معتنابهي پژوهش و جست وجو در مسيرهاي خطا ظاهر 
مي شوند. كوشش در به دست آوردن آن ها زمينة اصلي حيات 
رياضي دانان را اشغال مي كند. هر اثبات موفقيت آميز كه نشان 
ــده اى را از  ــراه دارد، قضية تثبيت ش ــار رياضي دان را هم اعتب

حدس، ايدة درخشان يا گمان اوليه، جدا مي كند.
كيفيت هاى لازم در هر اثبات عبارت اند از دقت،  وضوح، و 

به همين اندازه، ظرافت.
به اين سه،  بينش را نيز اضافه كنيد. اثبات خوب «اثباتي 
است كه خردمندترمان كند». همچنين بهتر است كه اثباتي 
داشته باشيم، تا اصلاً نداشته باشيم. پيشرفت بر مبناي مطالب 

آموزشى
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با بررسي مثلاً 9، درمي يابيم كه: 81=9×9. اما 81 عددي فرد 
است. يعني گزارة مذكور كه تمام اعداد چون در خودشان ضرب 
شوند عددي زوج به دست مي دهند، دروغ است. مثالي چنين 
ــوم است.  به نقض ادعاي اوليه مي انجامد و به مثال نقض موس
به عنوان نمونه، يك مثال نقض در مورد اين ادعا كه «تمام قوها 
سفيدند»، ديدن يك قوي سياه است. بخشي از لذات رياضيات، 
جست وجوي مثالي نقض براي كنارزدن قضاياي ادعايي است.

ممكن است در صورت شكست خوردن در يافتن يك مثال 
نقض، اين احساس را داشته باشيم كه گزارة مورد بحث درست 
است. در اين صورت، رياضي دان مجبور به انجام بازي ديگري 
است. يعني بايد اثباتي بسازد و در اين مورد، سر راست ترين نوع 

اثبات، روش اثبات مستقيم است.

روش مستقيم
ــي از آنچه قبلاً  ــتدلال منطق ــا اس ــتقيم، ب در روش مس
ــده يا فرض شده به سوي نتيجه حركت مي كنيم. اگر  اثبات ش
ــام دهيم، يك «قضيه»6 داريم. در مورد  بتوانيم اين كار را انج
ــين، نمي توانيم اثبات كنيم كه ضرب هر عدد در  ا دعاي پيش
ــد، زيرا قبلاً آن را رد كرده ايم.  خودش به عددي زوج مي انجام
اما ممكن است بتوانيم مطلبي به دست آوريم. تفاوت بين اولين 
ــت كه  مثالمان، يعني 6، و مثال نقضمان، يعني 9، در اين اس
ــت. در اين مورد،  تغيير  ــال نقض، فرد اس ــدد اول زوج و مث ع
ــام داد. بنابراين، گزارة  ــت كه مي توان انج «فرض»7 كاري اس
ــت: «اگر عدد زوجي را در خودش ضرب  جديدمان چنين اس

كنيم، نتيجه عددي زوج است.»
ــي مي كنيم و  ــر را بررس ــال عددي ديگ ــدا، چند مث ابت
ــود و نمي توان  ــم كه اين گزاره هر بار محقق مي ش درمي يابي
ــت آورد. با تغيير مسير، سعي در اثبات آن  مثال نقضى به دس
ــروع كنيم؟ مي توانيم با عدد  مي كنيم، اما چگونه كارمان را ش
زوج عمومي n آغاز كنيم، ولي از آنجا كه اين كار كمي مجرد 
به نظر مي رسد، ملاحظه مي كنيم كه اثبات با بررسي يك عدد 
ــه پيش مي رود. همان طور كه مي دانيم،  واقعي، مثلاً 6، چگون
ــت كه مضربي از 2 است؛ يعني 3×2=6. از  عدد زوج عددي اس

آنجا كه 6+6+6+6+6+6=6×6 يا به صورت ديگر:
6×6=2×3+2×3+2×3+2×3+2×3+2×3

يا با بازنويسي آن، با استفاده از پرانتز: 
6×6=2×(3+3+3+3+3+3)
ــان مي دهد 6×6 مضربي از 2 است و چون چنين  كه نش
است، عددي زوج است. اما در اين استدلال، مطلب خاصي در 
ــتيم كارمان را با n=2×k شروع  مورد 6 وجود ندارد و مي توانس
كنيم، n×n =2×(k+k+...+k) را به دست آوريم و نتيجه بگيريم 

كه n×n زوج است. اينك اثباتمان كامل است.
ــان متجدد  ــدس»8 رياضي دان ــات اقلي ــة «مقدم در ترجم
ــه كار پايان يافته،  ــراي بيان اين موضوع ك ــان اثبات، ب در پاي
ــي  لاتين ــارت  عب ــر  مختص ــه  ك ــتند  مي نوش  «QED»
«quod erat demonstrandum» است (به معنيِ: بايد به اثبات 
  ــك مربع پر، يعني ــيد يا فهوالمطلوب). امروزه از ي مي رس
استفاده مي كنند. اين مربع، به نام پل هالموس9، معرف آن، به 

«هالموس» مرسوم است.

روش غيرمستقيم
در اين روش وانمود مي كنيم نتيجه دروغ است و با استفاده 
ــم كه اين فرض نقيض  ــتدلالي منطقي، مبرهن مي كني از اس
ــئله است. اجازه دهيد نتيجة پيشين را با اين روش  فرض مس

اثبات كنيم.
 n×n زوج است و وانمود مي كنيم n فرضمان اين است كه
فرد است. مي توانيم بنويسيم: n×n=n+n+...+n . در اين جمع 
ــد  ــت كه n نمي تواند زوج باش n بار n داريم و به اين معني اس
(زيرا اگر چنين باشد n×n زوج مي شود). بنابراين n فرد است 

 .كه نقيض  فرضمان است
در واقع اين روش، صورت معتدل روش غيرمستقيم است. 
روش غيرمستقيم نيرومند، به عنوان «برهان خلف»10 (تحويل 
ــناخته مي شود كه يونانيان علاقة بسياري به آن  به مهمل) ش
داشتند. در آكادمي آتن، سقراط11 و افلاطون12 علاقه داشتند 
ــبكه اي از  ــث را با پيچيدن خصم در ش ــه موضوع مورد بح ك
تناقضات، اثبات كنند كه بيرون از آن، موضوعي بود كه سعي 
در اثباتش داشتند. اثبات كلاسيك اين موضوع كه ريشة دوم 
ــت، يكي از اين موارد محسوب مي شود كه  2 عددي گنگ اس
در آن كار را با اين فرض آغاز مي كنيم كه ريشة دوم 2 عددي 

گوياست و آن گاه به استخراج نقيض اين فرض مي پردازيم.

روش استقراي رياضي
استقراي رياضي روشي نيرومند در اثبات اين موضوع است 
ــت اند. اين  كه دنباله اي از گزاره هاي P3 ،P2 ،P1، ... جميعاً راس
ــط آگوستون دومورگان13 مطرح  روش، در دهة 1830، توس
ــت آنچه را كه صدها سال پيش شناخته بودند،  شد. او توانس
ــتقراي  فرمول بندي كند. اين تكنيك خاص (كه نبايد با «اس
ــيع در اثبات گزاره هاي  ــتباه شود) به گونه اي وس علمي»14 اش
ــي رود. روش مورد بحث،  ــت»15 به كار م ــامل «اعداد درس ش
ــوص، در «نظرية گراف ها»16، «نظرية اعداد»17 و «علوم  به خص

رايانه»18 عموماً سودمند است.
ــع اعداد فرد  ــئلة جم ــئله اي تمريني به مس به عنوان مس

انواع اصلي 
اثبات به كار 
رفته در 
رياضيات 
عبارت اند از: 
روش 
مثال نقض؛ 
روش 
مستقيم؛ 
روش 
غيرمستقيم؛ 
روش
 استقراي رياضي
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مي پردازيم. براي مثال، جمع سه عدد فرد اوليه، يعني 1+3+5 
ــت، در حالي كه مجموع چهار عدد فرد اوليه، يعني:  برابر 9 اس
7+5+3+1 برابر 16 است. اما 9 برابر است با: 32=3×3 و 16 برابر 
ــت با: 42=4×4. بنابراين آيا مي شود جمع n عدد فرد اوليه  اس
برابر n2 باشد؟ در صورتي كه مقدار به تصادف انتخاب شده اي از 
n ، مثلاً n =7 ، را بررسي كنيم، درمي يابيم كه در واقع مجموع 

7 عدد فرد اوليه، يعني: 
1+3+5+7+9+11+13=49
ــن نمونه در مورد جميع مقادير  ــت. ولي آيا اي برابر 72 اس
ــت؟ چگونه مي توان مطمئن بود؟ در اين مورد با  n صادق اس
ــتيم، زيرا نمي توان اميدوار بود كه بتوانيم  مشكل مواجه هس

بي نهايت حالت را يكي يكي مورد بررسي قرار دهيم.
ــتقراي رياضي قدم به ميدان  ــت كه اس اين مرحله اي اس
ــمي، اين روش، «روش دومينويي»19  مي گذارد. به طور غيررس
ــتعاره در مورد رديفي از دومينوها به كار  ــت. اين اس اثبات اس
ــتاده اند. اگر يك دومينو بيفتد،  ــان ايس مي رود كه بر انتهايش
ــت. پس تنها  ــود را مي اندازد. اين مطلب واضح اس پهلويي خ
چيزي كه براي انداختن همه شان نياز داريم، افتادن اولي است.
ــئلة اعداد فرد هم به كار  مي توان اين تفكر را در مورد مس
ــدد فرد اوليه به  ــت كه مجموع n ع ــرد. گزارة Pn بر اين اس ب
ــر مي زند. در اين صورت، استقراي رياضي زنجيره اي از  n2 س

 ،P1 واكنش ها برقرار مي كند كه با توجه به آن ها جميع موارد
ــت،  ــت اس P3 ،P2، ... صادق خواهند بود. گزارة P1 بداهتاً راس
ــت، زيرا: 22=3+12=3+1 و ــت اس ــپس P2 راس زيرا: 12=1. س

ــت است، زيرا: P4 .1+3+5=22+5=32 نيز راست است،   P3 راس
زيرا: 42=4+32=7+5+3+1. به اين ترتيب، دستاورد هر مرحله 
ــدي به كار مي بريم. اين فرايند را  را براي جهش به مرحلة بع

ــتقراي رياضي فرمول بندي  مي توان براي قالب بندي روش اس
كرد.

مشكلات اثبات
اثبات ها به انواع و اقسام سبك ها و اندازه ها ظاهر مي شوند. 
ــوص آن ها كه در  ــب و منظم اند؛ به خص ــي كوتاه و مرت بعض
ــوند. پاره اي ديگر با به تفصيل  كتاب هاي درسي يافت مي ش
ــه مي زنند؛  ــر به هزاران صفح ــن تحقيقات، س آوردن آخري
ــتدلال اين حالت  ــخاص معدودي از كل اس ــوري كه اش به ط

سردرمي آورند.
در اين مورد بحث هايي اساسي نيز مطرح هستند. به عنوان 
نمونه، تعداد اندكي از رياضي دانان، از روش برهان خلف (اثبات 
ــنودند. آيا  ــتقيم)، آنجا كه به وجود مي پردازد، ناخش غيرمس
ــود ندارد، به نقيض  ــر اين فرض كه جواب يك معادله وج اگ
بينجامد، در اثبات اين موضوع كفايت مي كند كه جوابي وجود 
دارد؟ مخالفان اين روش اثبات ادعا مي كنند كه منطق صرفاً 
يك ترفند است و نمي گويد كه چگونه جوابي واقعي را به دست 
ــا تفاوت هاي جزيي)  ــاختارگرا»20 (ب ــم. اين افراد را «س آوري
مي نامند؛ افرادي كه عقيده دارند روش هاي اثبات از به دست 
دادن «مفهوم عددي»21 عاجزند. آنان رياضي دانان كلاسيكي 
را كه روش برهان خلف را به عنوان سلاحي بنياني در زرادخانة 

رياضي در نظر مي گيرد، تحقير مي كنند.
ــنتي تر خواهند گفت كه  ــرف ديگر، رياضي دانان س از ط
ــتدلال، به معني كار با يك  غيرقانوني اعلام كردن اين نوع اس
دست در حالي است كه دست ديگر بسته باشد. از اين گذشته، 
انكار دستاوردهاي بسياري كه با استفاده از روش غيرمستقيم 

اثبات شده اند، فرشينة رياضيات را نخ نما به نظر مي رساند!
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methematical proof» مدل اثبات رياضي «methematical proof» مدل اثبات رياضي «methematical proof» را به دست مي دهد. اقليدس «مقدمات اقليدس «مقدمات اقليدس 300حدود 300حدود 300 قبل از ميلاد: حدود   حدود    

گفتار در روش در كتاب خود به نام «گفتار در روش در كتاب خود به نام «گفتار در روش»، دقت رياضي را به عنوان يك مدل بنيان مي گذارد. دكارت 1637  1637  1637 ميلادي: 
1838  1838  1838 ميلادي: دومورگان اصطلاح «استقراي رياضي» را معرفي مي كند.

(constructive methods) نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده (constructive methods) نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده  نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده (constructive methods) اثبات مي كند. 1967  1967  1967 ميلادي: بيشاب
1976  1976  1976 ميلادي: ايمره لاكاتوس كتاب مؤثر «اثبات ها و ابطال ها» را منتشر مي كند.

1. pure mathematics
2. method of the counterexample
3. direct method
4. indirect method
5. method of mathematical induction
6. theorem
7. hypothesis

پي نوشت ها ............................................................................................................................................................................................................................
8. Euclid's Elements
9. Paul Halmos
10. reductio ad absurdam
11. Socrates
12. Plato
13. Augustus De Morgan
14. scientific indction

15. whole numbers
16. graph theory
17. number theory
18. computer science
19. domino method
20. Constructivist
21. numerical meaning

اثبات ها به انواع 
و اقسام سبك ها 

و اندازه ها ظاهر 
مي شوند. بعضي 

كوتاه و مرتب 
و منظم اند؛ 
به خصوص 
آن ها كه در 

كتاب هاي درسي 
يافت مي شوند. 

پاره اي ديگر 
با به تفصيل 
آوردن آخرين 

تحقيقات، 
سر به هزاران 

صفحه مي زنند؛ 
به طوري كه 

اشخاص معدودي 
از كل استدلال 

اين حالت 
سردرمي آورند


